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MATHEMATICS 
SEPARATION D'ENSEMBLES CONVEXES DANS UN ESPACE 
LINEAIRE TOPOLOGIQUE SUR UN CORPS VALUE. lA 
PAR 
A. F. MONNA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of April 25, 1964) 
Soit K un corps muni d'une valuation non-archimedienne non triviale. 
Supposons K complet. Soit E un espace lineaire topologique sur K. 
Dans un article precedent [4] j'ai defini la notion d'ensemble K-convexe 
dans E. Les proprietes de ces ensembles montrent une grande analogie 
avec celles des ensembles convexes dans les espaces lineaires sur R. En 
particulier, Ia forme geometrique du theoreme de Hahn-Banach reste 
vraie pour des ensembles K -con vexes. Dans le cas reel on connait les 
theoreme\3 concernant Ia separation des ensembles K-convexes par des 
hyperplans. Dans ce qui suit on etudie ce qui passe avec ces theoremes 
pour les ensembles K-convexes. Remarquons que Ia notion "demi-espace" 
ne peut pas etre introduite de Ia fa9on habituelle puisqu'on n'a pas un 
ordre sur K. II faut done suivre une autre route pour definir ce qu'il faut 
entendre par une proposition telle que "deux points de E sont situes d'un 
meme cote d'un hyperplan H". On verra que ceci est possible a I' aide 
de Ia notion d'enveloppe K-convexe d'un ensemble, introduite dans [6]. 
Dans le cas reel un hyperplan a deux cotes. Par contre, dans le cas 
considere ici, un hyperplan peut meme avoir une infinite de cotes. On 
montre enfin quelques theoremes de separation. 
Cette etude a donne lieu a definir une nouvelle notion de convexite, 
savoir la K-convexite faible. Cette notion s'est montree equivalente a Ia 
convexite, definie dans [4], sauf dans un cas dont on trouve un exemple 
dans ce qui suit. 
Pour Ia theorie des ensembles convexes dans les espaces lineaires sur 
R voir [2]. 
Cette etude fut l'objet de diverses discussions avec Prof. Springer a 
Utrecht qui ont. beaucoup attribue aux resultats. 
l.l. Soit x, y E E. On tire de [6] p. 356, que l'enveloppe K-convexe 
0( {x, y}) de I' ensemble {x, y} se compose des points z E E de Ia forme 
(1) z=.A.x+(l-A.)y, IA.I<L 
Soit F une forme lineaire continue sur E. Designons par H l'hyperplan 
ferme defini par F(x) = lX (~X E K). 
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Definitions. l. Deux points X et y (x ¢: H, y ¢:H) sont dits separes 
par H si 
(2) C({x, y})n H ¥=cp. 
2. On dit que deux points x et y (x ¢: H, y ¢:H) sont situes d'un meme 
cote de H si 
(3) C({x, y}) n H=cf>. 
3. On note X,....., y si X et y sont situes d'un meme cote de H. 
1.2. Pourque x ,....., y il faut et il su:ffit que 
(4) IIX- F(y)l > IF(x)- F(y)l. 
En effet, il suit de (1) qu'il faut et i1 suffi.t que !'equation 
(5) J.(F(x)- F(y)) =IX- F(y) 
n'a pas de solution pour IJ.I.;;; 1, d'ou on tire (4). 
La relation ,....., est une relation d'equivalence. Posons pour abreger 
F(x)=~, F(y)='fJ, F(z)=!;. Alors on a 
(a) x ,_x puisque IIX-~1>1~-~1=0; 
(b) X ,....., y -=* y ,....., X. 
En effet 
IIX-~1 = IIX-~+n-nl .;;;max {IIX-'fJI, ln-W= IIX-'fJI > 1~-nl· 
(c) x,....,y,y,_z -=*X,....,z. 
On a 
Consequence. La relation ,....., definit une partition de !'ensemble 
E-H. La classe d'equivalence du point x ¢:H sera designe par Hz. Tous 
les points d'une classe d'equivalence sont situes d'un meme cote de H. 
Remarques. 1. La meme methode peut s'appliquer dans les espaces 
lineaires sur R en y rempla<;ant la condition de resolubilite de !'equation 
(5) par 0.;;;)..;;; l. On est alors conduit aux demi-espaces determines par 
F(x)>IX respectivement F(x)<IX. Cette methode donne done bien une 
generalisation de ceci dans les espaces lineaires sur K. La notion d'ordre 
est ainsi eliminee dans la definition. 
2. On pourrait appeler les classes d'equivalence les cotes de H. On 
verra plus loin qu'un hyperplan H peut a voir une infinite de "cotes". 
II est utile pour ce qui suit de compter l'hyperplan lui-nieme parmi 
les classes d'equivalence. 
3. On a defini ci-dessus la separation stricte des points X et y par H 
puisqu'on a suppose X, y ¢:H. La necessite de cette restriction est evidente: 
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si on permettait que ou X ou y appartienne a H, I' intersection de 0( {x, y}) 
et H ne serait jamais vide de sorte que chaque x E H fftt separe par H 
de tout autre point de E. 
1.3. Soit H l'hyperplan defini par F(x) = 0. Soit x0 ¢=H. On a alors 
{xi F(x) = F(xo)} C Hx0 C {xi[F(x)[ = [F(xo)[}. 
Soit · H l'hyperplan defini par F(x) =a, a+ 0. 
On a: 
(a) He = {xi[F(x)! <[a[}. 
(b) Soit xo ¢= H, [F(xo)l > 14 Alors 
{xi F(x) = F(xo)} C Hx0 C { xi[F(x)[ = [F(xo)[}. 
Les demonstrations sont immediates en tenant compte de (4). 
Les classes Hx0 ne sont pas identiques a l'hyperplan {xi F(x) = F(x0)}. 
Considerons par exemple le cas (b). Posons [F(x0)-a[=A+O. Soit 
O<s<A. F etant continu, il existe un voisinage Uxo de Xo tel que 
[F(x)-F(xo)[<s, x E Uxo· 
Alors 
[F(xo)-a! =A >s> [F(x)- F(x0 )[, 
done 
tandis que dans Ux0 on n'a pas partout F(x)=F(x0). 
Les classes d'equivalence ne resultent done pas de H par !'application 
d'une translation. 
Hx0 ={xi[F(x)[ = [F(xo)[} 
n'est pas non plus correct. 
Exemple. Soit K le corps des nombres P-adiques et E=K. Soit 
F(x)=ax pour tout XEK, a+O. Prenons a=O. On voit que x""y si 
et seulement si [x[ = [y[ =P-i et x- y (mod PH1) pour un entier i. De 
[ax[= fay[ on ne peut pas conclure que fay[> [ax-ay[ (comparer (4)). 
Pour chaque valeur de [x[ le nombre des classes d'equivalence est egal 
au nombre des elements du corps des residus de K. Chaque nombre 
P-adique s'ecrit comme somme d'une serie P-adiquement convergente de 
representants des classes d'equivalences. 
Dans le cas general des espaces sur K, la decomposition de E -H en 
classes d'equivalence par rapport a H est une certaine generalisation 
du developpement en series L atPi des nombres P-adiques. 
1.4. Soit H l'hyperplan d'equation F(x) =a. Considerons les classes 
d'equivalences Hx, +He dans le cas aofo.O. Sur chaque classe [F(x)[ est 
constant. 
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Definition. On appelle module de la classe Hx =1= H 8 la valeur constante 
!F(x)!; on le designe par !Hx!· La classe de module M sera designe par H(M). 
On a !Hx!>!a! si a=/=0 et !Hx!>O si a=O. 11 y a une relation simple 
entre les classes et les modules: 
Soit Hx une classe d'equivalence de module !Hx! =M> !a!. Soit A. E K, A. =I= 0; 
soit {J=A.a. Alors J...Hx est une classe d'equivalence de module M 1 = !A.!M 
par rapport a l'hyperplan H' d'equation F(x)={J. On obtient ainsi chaque 
classe d'equivalence de module M1 par rapport a H' a partir des classes 
par rapport a H. 
La demonstration est immediate en tenant compte de 1.2. 
Pour a= 0 on en tire: 
La puissance de l'ensemble des classes d'equivalence par rapport a H, 
consideree comme fonction du module, est egale a une constante. 
1.5. Soit donnee la forme lineaire continue F. Posons 
RM={xi!F(x)!<M}, 
JM ={xi!F(x)!<M}. 
RM et JM sont des modules par rapport a l'anneau des elements entiers 
de K et on voit que RMjJM est un espace lineaire sur le corps residuaire 
k de K. Les elements =I= 0 de cet espace vectoriel sont identiques aux 
classes d'equivalence par rapport a l'hyperplan F(x) = 0. En effet, si 
!F(x)! = !F(y)! =M, !F(x)-F(y)! <M, 
c'est a dire lorsque X et y appartiennent a un meme element de RMjJM, on a 
!F(y)! > !F(x)- F(y)!, 
done X,..._, y. La relation inverse se demontre de la meme fa9on. 
On voit de cette propriete qu'un hyperplan peut avoir une infinite de 
cotes; il suffit de considerer le cas ou k est infini. 
1.6.1. Considerons encore les classes d'equivalence par rapport a 
l'hyperplan H defini par F(x)=O. Soit H(M1) la classe de module M 1>0. 
Soit x EH(MI), done !F(x)!=MI>O. On ne peut pas avoir x-y ,_,X 
pour tout y E H(M1). En effet, sinon, on aurait d'apres 1.2 
!F(x-y)! > !F(x)- F(x-y)! = !F(y)! =M1. 
Ceci ne peut etre vrai pour tout y E H(Ml). F etant continu, il existe 
un voisinage U de x tel que 
!F(x)-F(y)!=!F(x-y)!<e<MI. y E U, 
et U C H(M1). Prenons Yl E U, Y1=/=x. On a 
!F(x-y1)! <M1. 
et x- y1 appartient done a une classe de module M a< M 1: 
x-y1 E H(Ma). 
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En continuant ce procede on obtient une suite {Yt} telle que 
n 
X- I Yt E H(Mn+l), Yt E H(Mt), 
1 
ou M 1>M2> ... , et on peut evidemment s'arranger (par choix convenable 
de e) tel que lim Mn=O. 
Pour tout e > 0 il existe N (e) > 0 tel que 
n 
lF(x- I Yt)l < e pour n > N(e). 
1 
Cette inegalite est vraie a fortiori pour toute forme lineaire continue 
F' telle que lF'(x)l < lF(x)l pour tout x E E. La serie I Yt converge done 
au sens de la topologie, determinee par les semi-normes continues lF'l 
telles que lF'(x)l < lF(x)J. Cette topologie, qui n'est pas separee, est plus 
faible que la topologie donnee sur E. Pour cette topologie on a 
00 
x = I Yt + z, F(z) = 0. 
i~1 
On voit de cette demonstration que le choix des Yt a un caractere arbitraire. 
Lorsque la valuation de K est discrete, on peut affaiblir ce caractere 
arbitraire par un choix convenable des e. Dans le numero suivant on 
trouve un resultat plus precis. 
1.6.2. Supposons que E soit localement compact. On sait que cela 
implique que la dimension de E est finie et que K est localement compact. 
La valuation de K est alors discrete et le corps residuaire k est fini. Dans 
ce cas l'espace vectoriel RMjJM est fini. II suit de 1.4 que le nombre de 
ses elements, considere comme fonction de M, est constant, soit = n+ l. 
So it 
{lalJa E K} = { ... > Mt > Mi+l > ... ~ 0}. 
Soient ~1t (j = l, ... , n) des representants des classes =1= 0 de RMij]Mi. 
Soit x E E, x ¢= Ho, lF(x)l =Mto· Les decompositions suivantes sont alors 
possibles: 
Les ~1to appartenant a des classes differentes, on a 
et aussi 
lF(x)-F('I]k)l = Mt0 , (k=l, ... , n). 
On ne peut pas a voir lF('I]k)l =Mt0 pour k= 1, ... , n. En effet, I' ensemble 
{E>,X,'I]k(k=l, ... ,n)} serait alors un systeme de n+2 representants de 
27 Series A 
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RMi,j]Mi,, en contradiction a ce qu'on a suppose. II existe done r;k tel que 
iF(r;k)i <Mt0 , done appartenant a une classe de module < Mto· On a alors 
X= ~ki0 +r;k· 
Cette decomposition est unique. En effet, supposons qu'on avait 
x = ~kio+r;k, x = ~zio+r;z, 
iF(r;k)i < Mt0 , iF(r;z)i < Mto· 
Alors, si ki=l, 
Mt0 = iF(~kio)-F(~zio)l <max (iF(~kio-x)i, iF(~zio-x)i) = 
=max (iF(r;k)l, iF(r;z)l) < Mt0 , 
d'ou suit une contradiction. 
En continuant ce prom3de on obtient 
00 
X = L Ei ~iki + Z, 
i=i 
ou Ei ne prend que les valeurs 0 ou l en fonction de x, Eto= l, F(z)=O. 
Quant ala convergence, on fait les memes remarques comme au numero 
1.6.1. 
Remarques. l. On peut simplifier encore ce~te serie en tenant 
compte du fait que la valuation de K est discrete a corps residuaire fini. 
Les modifications sont laissees au lecteur (comparez [3] pour une etude 
de ces questions dans les espaces normes non-archimediens). 
A plus forte raison je n'entre pas dans ces questions puisqu'il s'agit 
des problemes plus generaux que ceux traites ci-dessus. En effet, on peut 
reprendre des raisonnements analogues en partant, non de iF!, mais 
d'une semi-norme continue p sur E, bien qu'on ne retrouve pas alors le 
rapport avec les classes d'equivalence suivant l'hyperplan H. II s'agit 
alors d'une etude des relations entre l'espace donne E et les espaces 
vectoriels {xlp(x)<a}J{xlp(x)<a} (voir [4]). 
1.7. Soient donnees deux formes lineaires continues F et G sur E. 
Soient £1 et £2 les ensembles des classes d'equivalence respectivement 
par rapport aux hyperplans H1 = {xiF(x) = 0} et H2 = {xiG(x) = 0}. Montrons 
que £1 et £2 ont la meme puissance. 
Pour cela, considerons I' application T qui a tout x E E tel que F(x) i= 0 
fait correspondre !'ensemble 
Tx = {x E E iF(x) = G(x)}. 
Puis que 
{F(x) I x E E} = {G(x) I x E E}, 
on voit que Tx n'est pas vide et que tout z E E tel que G(z) i= 0 appartient 
a un ensemble qui est image par T d'un x E E. On voit que les points 
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x appartiennent a une meme classe d'equivalence par rapport a H2 et 
que, plus general, x ,-....; y par rapport a H1 entraine x ,-....; y par rapport 
a H 2. Inversement, etant donnes X et y E E tel que X ,-....; y par rapport 
a H2, done 
IG(y)l > IG(x} -G(y}l, 
il existe x et y tel que F(x)=G(x} et F(y)=G(Y}, d'ou il suit x ,-...;y par 
rapport a H1. 
Ainsi, l'application T resulte dans une application de la classe d'equi-
valence suivant H 1 ou appartient x sur la classe d'equivalence suivant 
H 2 ou appartient x. On obtient done une application biunivoque de 
£ 1 sur £2 de sorte que ces ensembles ont la meme puissance. 
1.8. Les classes d'equivalence sont ouvertes et fermees. 
Dans 1.3 on a deja vu que les classes sont ouvertes. Considerons ]a 
classe Hxo· Le complementaire de cette classe est ]'ensemble 
{ xJIF(x) -~XI <; IF(x)- F(xo)l}. 
So it U le voisinage de x0 ou 1' on a 
IF(y)-F(xo)! <; IF(xo)-1XI. 
Alors 
IF(y) -~XI <;max (IF(y}- F(x}l, IF(x) -~XI}<; IF(x) -~XI, 
de sorte que U appartient au complementaire de Hxo· Cette classe est 
done fermee. 
1.9. Les classes d'equivalence sont K-convexes. Soit x ,-....; x0, y ,-....; y0 • 
En tenant compte de la definition de la notion K-convexe (voir [4]) on 
voit qu'il faut montrer que 
Z=Xo+A.(x-xo) + ,u(y-xo) ,-....; xo 
pour tout IA.I <; 1, l,ul < l. 
Or, ceci est un calcul simple en tenant compte de 1.2. 
2. Les definitions donnees dans 1.2 nous am€ment a introduire une 
nouvelle notion de convexite, differente de celle que j'ai donnee dans [4]. 
Definition. Un ensemble S C E sera dit faiblement K-convexe si 
quelques soient x E S, y E S, 
A.x+ (1-A.)y E S 
pour tout A. E K, lA. I<; l. 
Puisque {A.x+ (1-A.)yiiA.I <; 1} est l'enveloppe K-convexe de {x, y} on 
voit, en se rappelant la definition de l'enveloppe convexe, que chaque 
ensemble K-convexe est faiblement K-convexe. 
Quant a !'inverse on ala proposition suivante que je do is a M. P. Jonker: 
Soit k le corps residuaire du corps value K. Soit F 2 le corps a 2 elements. 
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On a alors 
1°. Si dim E = 1 tout ensemble S C E qui est faiblement K -convexe est 
K-convexe; 
2°. Dans les espaces E de dimension > 1 la K -convexite faible entraine 
la K -convexite si et seulement si k =1= F 2. 
Pour la demonstration je supposerai que e E s; on y ram{me le cas 
general en effectuant une translation. 
Ad l. Soit dimE= 1; soit S un ensemble faiblement K-convexe. 
Puisque e E s on voit que X E s entraine Ax E s pour tout lA. I < l. II 
existe e E E tel que tout x E E s'ecrit x = A.e, A. E K. Soit x, y E S; on a done 
x=IXe, y={Je. On peut supposer IIXI > !{31. Soient A, fl E K, IA.I < 1, ifll < l. 
On a A.x+flY=(A.1X+flf3)e et jAIX+flfJI<max (IA.IIIXI, ifllif3!)<14 On en 
tire qu'il existe y EK, lrl<1, tel que AIX+flfJ=yiX, done AX+fly=yx et, 
puisque x E S, AX+ flY E S, de sorte que S est K -convexe. 
Ad 2. Soit dim E > l. Supposons k =I= F2. II existe done <X E k, <i =1= 0, 
<i=l= 1, tel que le representant IX de <i dans l'anneau 0 des entiers mod~lo 
l'ideal {alia!< 1} est =1= 0 et =I= 1, cela veut dire /lXI = 1 et IIX -11 = l. Soit 
alors S faiblement K-convexe et x, yES. Posons A.' =AIX-1, fl' = fl(1-1X)-1; 
!A.I < 1, ifll < 1 entrainant /A' I< 1, lfl'l < l. On a done A.'x E S, fl'Y E S et, 
S etant faiblement K -convexe, IXA' x + (l- IX )fl' y = A.x +flY E S, ce qui veut 
dire que S est K-convexe. 
Considerons alors le cas ou k = F2• Nous allons construire un exemple 
d'un ensemble faiblement K-convexe qui n'est pas K-convexe. 
Soient e et fEE, lineairement independants, restant fixes dans ce qui 
suit. Posons (1X,A,fl)=1XA.e+(1-1X)flf· Soit S !'ensemble des elements 
{IX, A., fl) E E pour tout IX, A., fl E 0, done i~XI, IA.I, ifll < l. 
On voit que e ES. Pour tout IX EO on a <i=O ou 1, <i etant !'element 
de k dont IX est un representant, puisque k=F2. Done <i=O ou {IX-1)=0, 
autrement dit: pour tout IX E 0 on a ou bien /~Xi< 1 ou bien 11- IX/< l. 
II s'agit maintenant de montrer que S est faiblement K-convexe. Soit 
(1Xi,Ai,fli)ES(i=1,2); /1Xii,lAi/,lflil<l. II faut montrer que 
{3(1X1, A.1, fl1) + (1- {3)(1X2, A.2, p2) = 
= ({31X1A1 + (1 - {3)1X2A2)e + ({3( 1- 1X1)fl1 + ( 1-{3)( 1- 1X2)fl2)/ = 
=1X3e+f3d 
appartient a s pour tout lf31 < l. 
Par un calcul simple on s'assure qu'on ne peut pas avoir j1X3I = 1 et 
lf311 = l. 
Considerons le cas ou /1X3! < 1; le cas ou !{31! < 1 est traite d'une fa<;on 
analogue. Definissons 
{31 A3 = 1 et fl3 = -1--. 
-IX3 
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On a !A.3! = l et !,u3! < l puisque ll-£X3! = l. Done (£X3, A.3, ,U3) E S. D'autre 
part 
done S est faiblement K-convexe. 
On a e ES, fES. Cependant e+f ¢=8. En effet, si e+f ES, on aurait 
(£Xo, A.o, ,uo) =e+ f et done !£Xol = !A.ol = l = ll-£Xol = l,uol, done I£Xol = ll-£Xol = l 
ce qui est, comme on a vu ci-dessus, impossible. Il s'ensuit que S n'est 
pas K -convexe. 
En particulier, dans les espaces E sur le corps des nombres 2-adiques 
il n'y a pas equivalence entre les deux definitions. 
Remarque. L'ensembleS dans cetexemple estl'enveloppe faiblement 
K-convexe de !'ensemble {8, e, f}, coincidant avec l'enveloppe K-convexe 
si k=t-F2. . . 
Dans ce qui suit il s'agira d'ensembles K-convexes, en laissant de cote 
les ensembles faiblement K -con vexes dans le cas k = F2. 
3.1. Soit E un espace localement K-convexe sur K. Soit F une forme 
lineaire continue sur E. Soit Sun ensemble borne dans E (pour la definition 
voir [6]). Alors il existe £X E K tel que tous les points de S sont situes d'un 
meme cote de l'hyperplan H = {x!F(x)=£X}. 
Soit r un ensemble de semi-normes (non-archimediennes) definissant 
la topologie de E. F etant continu il existe pEr tel que 
!F(x)l < IIFII· p(x) (x E E). 
Puisqu'une condition necessaire et su:ffisante pour qu'un ensemble S 
so it borne, est que tout p E r est borne sur S, il existe M > 0 tel que 
p(x)<M pour xES. Done 
IF(x)! < IIFII· M, xES, IIFII > 0. 
Prenons alors £X E K tel que 1£XI > IIFII·M. Done 
!F(x)! < !£XI, xES. 
D'apres 1.3 S est done situe dans la classe H 9 • 
3.2. Soit H={x!F(x)=£XI. Soit Sun ensemble K-convexe; H nS=cp. 
Alors S appartient a une classe 'd'equivalence par rapport a H. 
En effet, pour chaque couple x, y E S on a 
O({x, y}) C S, 
en vertu de la definition de l'enveloppe convexe. Done O({x, y}) n H =4> 
d'oit il suit x ,......, y. 
3.3.1. Dans les theoremes concernant la separation des ensembles 
convexes dans les espaces localement convexes sur R, la notion de frontiere 
d'un ensemble est essentielle, en particulier dans la definition des hyper-
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plans d'appui. Or, j'ai deja remarque dans [5] des difficultes a ce point 
dans la theorie des espaces sur un corps muni d'une valuation non-
archimedienne et que des notions purement topologique ne suffisent pas 
pour acquerir une theorie satisfaisante. II nous faut d'autres moyens. 
Soit E un espace localement K-convexe separe. Soit S C E un ensemble 
K-convexe. Dans [4] j'ai indique que "chaque point de cet ensemble 
peut servir de centre de cet ensemble". 
Definition. Un ensemble K-convexe S sera dit centre si on a fixe un 
point ~ E S, d'ailleurs arbitraire, appele le centre deS. On de.signe l'ensemble 
centre alors par (S, ~), ou, si aucune confusion n'est a craindre, pour simplifier 
les formules, par S tout court. 
Parfois nous supposerons que ce point fixe soit I' element e; c'est ce 
qu'on peut toujours atteindre en effectuant une translation. En principe 
on peut choisir pour centre un point arbitraire deS, qui sera alors fixe. 
Definition. Soit (S, ~) un ensemble K-convexe centre, de centre ~. 
Soit $(~) l'ensemble des x E (S, ~) tel qu'il existe s(x)>O tel que: 
1° l'ensemble des A E K verifiant 1 < IA.I < 1 +s(x) n'est pas vide, 
2° ~+A.(x-~)E(S,~) pour 1<1A.I<1+s(x). 
L'ensemble $(~) sera dit l'interieur de (S, ~) par rapport au centre, ou, 
si aucune confusion n'est possible, simplement l'interieur de S; S -$(~)sera 
dit la frontiere de (S, ~) par rapport au centre. 
Remarques. 1. s etant K-convexe, il est evident que X E (S, ~) 
implique ~ + A.(x- ~) E (S, ~) pour lA. I< 1. 
2. On ne doit pas confondre cette notion avec la notion de l'interieur 
d'un ensemble au sens topologique. 
3. On voit de l'exemple suivant que l'inte!"ieur $(~) depend du choix 
du centre. Considerons un espace norme non-archimedien dont la norme 
est discrete, cela veut dire, dont les normes llxll des elements x sont les 
nombres en(e>1, n entier). Soit S !'ensemble {xlllxll~1}. En prenant e 
comme centre, on voit que 
$(0) = {xlllxll < 1}. 
Cependant, en prenant pour centre un point ~ tel que 11~11 = 1, il suit de 
l'inegalite 
qu'aucun point x tel que 11x11 < 1 n'appartient a $(~). Dans ce cas $(~) 
est un sons-ensemble de { x111x11 = 1 }. 
(To be continued) 
